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論文
測度と選好
?
保 郎
多くの消費者行動の理論の基礎として選好にもとづく無差別曲線の存在を仮
定するか，あるいは選好に関する順序を仮定して効用指標関数にもとづく需要
対応の理論を展開してゆく場合が殆んどである。 Pが狭義の選好関係を示し，
Iが無差別関係を示す記号とするならば， 2つのベクトルぶと立に対してx1P
xZであるならばu(xり>u(エり，ぷIx4ならば u(x3)=u(x4)となる効用指標関
数の存在を仮定する。 しかし， この間に大きな論理的な飛躍があるのであっ
て，以下の議論はこの間隙を埋めようとするものである。
1. 関係と順序
2項関係を (X,S)で示す。 Xは関係の対象となる要素の集合であって，こ
こでは l種類の財の存在を仮定するので， l次元ユークリッド空間の非負象限
を示す。 SはPゃIと言った2項関係の集合である。
定議 1 
2項関係Sについて次のようにXの要素間の関係を名付ける。ただし～は，
そこに示された関係の否定を表わすものとする。
反射的 xsx, VxEX 
不反射的 -xSx,.VxEX 
対称的 x1Sx2=:>.l: 芍ゞ ， Vぶ， x2EX
非対称的 対称的でない場合
不対称的 ぶぷ~2===>-x2Sx1. Vぶ， x2EX
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反対称的
推移的
非推移的
逆推移的
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xtふクであって x2SJC1であれば x1=x2,Vゞ ，ぷEX
ぶぷ：2であってぷSx3であればぶSx3,Vぶ， x2,X茫X
推移的でない場合
～ぶぷ2であって～ギSx3であれば～ぶSえvx1,x2, ぷEX
またはぶぷ：2であればぶSx3あるいは正Sx2,Vゞ ，ぷ，ぷEX
狭義の完全的ぶSクか X2Sxlが成立する。 Vぶ，ぶEX
完全的 ぶ:¥:x2に対して，ぶぷ：2かx2Sx1,Vぶ， x2EX
同値関係 反射的，対称的であって且つ推移的である場合。
定義 2 
種々の順序関係の性質について次のように名付ける。
擬順序 反射的であり推移的
央義の順序
単純順序
推移的であり狭義の完全的
推移的，反対称的であり狭義の完全的
央義の単純順序推移的，不対称的であり完全的
狭義の弱順序 不対称的，逆推移的
部分順序 反射的，推移的であり反対称的
狭義の部分順序 推移的であり不対称的
2つの順序体系Uと怒とがあって全ての関係と作用をそのままに写像する U
は準同形 (homomophism)と呼ばれている。すなわち R,とR/とが2つの
対応する関係， O;,o/を作用素とすると
R、（ぶ， x2,•• …•, xY)-E---+R/(u(x1), u(x2),・・・・・, u(が）〕
あるいは
u(rJS, o1, 迂）=u(r6)o/ u(xl>) 屯/J=l,2……, r:a=f=/J 
2つの順序体系Uとおとがあって U=;:(X,S)であり， ~==(R., >)であるとす
る。ただし R、は実数の集合を示すものとする。
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u(X) == {u(x) : xEX}. (1) 
があってUの値域を集合R、の中へ写像する関数を 0とする。そうすると合成
写像 v0uが準同形写像であれば， 0を尺度の許容変換と名付ける。
定義 3 
(X, S)であって Xが実数であるものを数値関係体系と言う。
したがって (R、,＞）は数値関係体系である。
定義 4 
(X,S)が経験関係体系であるとは， Xが財貨や重量とか言うような現実の
識別可能な構成要素から成っている場合を言う。
定義 5 
l次元尺度とは経験関係体系 (X,S)から， 1次元数値関係体系 (R、,>) 
の中への準同形写像が存在する場合を言う。
測定を行う尺度は許容変換の性質により次のように分類する事が出来る。
（狭義のものから広義のものの順に並べてある）
1. v(x) =x (恒等的）
絶対尺度。数を 1つ2つと数えて，それをそのまま尺度として使用する場
合などがこれにあたる。
2. v(x)=ax, a>O 
比尺度。基準になる単位の大きさが与えられれば，その幾倍と言ったかた
ちで測定が行われる。重量は 1グラム，長さは 1メートルの大きさが決ま
れば，その幾倍かで重量，長さが測定しうるのである。
3. v(x) =ax+P 
区間尺度。温度（摂氏と華氏との関係）カレンダーの日付など
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4. v(ぶ）2:v(x2)である場合に限ってぶ三ぶ。 V は狭義の単調増加変換
序数的尺度。選好，硬度等の測定に使用する。
5. Vが1対1の対応となる場合。
名目尺度。選手のユニフォームに書かれた番号，教室に振り当てられた番
号など。識別の便宜上つけられた番号。
定義 6 
ある尺度に対して g=v0uとなる変換 v:u(X)ー →芍が存在する場合，写
像は正則である。
定理 1 
Xが財空間であり， U=(X,S)は経験関係体系であり，氾=(Re,>)である
場合， u:Uー →おは正則写像であり， Uとgが準同形写像あるとする。そうす
ると gが序数的尺度である場合，その場合に限って“は序数的尺度である。
（証明）
U が序数的尺度であると仮定しよう。 U→忠が正則写像であるから g=v0u
となり， 0の一部分について v: u(X)~~ が成立している。 gが準同形写像
であるから， VはUの許容変換である。 uが序数的尺度であるから， V は狭義
の単調増加関数でなければならない。 gが序数的尺度であるのを証明するため
に，別の写像v'があって v':g(X)ー →想が単調増加関数であるとしよう。そ
うするとがはgの許容変換となる。が 0g=v'0 (v Ou) =(v'0 v) 0 uが成立す
る。 (v'0v)はUの許容変換であるから Uが序数的尺度である事を考えると単
調増加関数でなければならない。 v0g=(v'0v)。uは Uからおの中への準同
形写像となる。したがって v'はgの許容変換である。 0 が単調増加関数であ
り，かつ (v'ov)が単調増加関数なので， v'は単調増加関数となる。したがっ
てgは序数的尺度である。
次に v':g(X)~~ がgの許容変換であると仮定する。 v'0g=v'0 (v O u) 
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=(v'0v)0uは Uから芍の中へ準同形写像である。したがってが。りは U
の許容変換である。したがって (v'0v)はu(X)の上では単調増加関数となっ
ている。砂 u2Eg(X)であり， gl>がであるとする。 z1,z2Eu(X)に対して
yi=v(zl), y2=v(zりとなる。 vが Uの許容変換であり，単調増加関数である
から，が>z2であればyt>がとなる。また (v'0v)がUの許容変換であるか
ら(v'0v)(zり>(v'ov)(zりであり， v'(yり>v'(yりとなる。すなわちがは
単調増加関数である。したがって gは序数的尺度である。 ． 
定理 2 
Xが財空間であり， Pがその上で定義された 2項関係であるとしよう。また
Uが
ぶPぷ<:===>u(x1):>u(xり (2)
を満足する実数値関数であるとしよう。そうすれば効用指標関数(U,芍， u)は
序数的尺度を持つ。
（証明〕
V: u(X)→ R、が任意の単調増加関数であるとしよう。そうするとりouは
(2)式を満たし
(v o u)(ぶ）>(v o u)(xり←⇒u(x1)>u(xり←⇒x1Pぷ (3)
となる。次に Uが(2)式を満たしているものとしか u(X)ー →凡であって V0U
も(2)を満たしているものとしよう。 V が単調増加関数であるのを証明すればよ
い。 a=u(x1),b=u(xりであって a,bEu(X)であるとしよう。そうすると
a>b<:=⇒ x1Px2<:=⇒ (v o u)(xり>(vou)(xり←⇒v(a)>v(b) 
したがって許容変換は狭義の単調増加関数であり， (U,怒， u)すなわち Uから
氾への準同形写像は順序的尺度写像である。 ． 
補助定理 1 
Xが財空間であり， P が Xの上で定義された2項関係であるとする。そう
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すれば (X,P)が狭義の弱順序である場合，その場合のみ
Pゞx2c=令u(ぶ）>u(xり
を満足する実数値関数が存在する。
（証明）
(4) 
(X, P)が狭義の弱順序であると仮定する。そうするとぶPぷ==:>-x2p,ぶ
であり ~x1Px2でかつ ~x2Pxaであれば -x1P.ぶとなる。
B,(x) = {zEX! l1x-z!l<r} (_5) 
とする。 B,は Xを中心に持つ半径rのi次元開球体である。 Xが可附番個あ
りrが可附番個あるから Br(X)は可附番個存在する。 B1(x),Blx),・・・ に対
して％＝邸x)nXとする。 xiEXに対して
Nx'= {祀庫P心
とする。
u(xi) =苓
ffE :,ca 2 
とおく。 xkEo.でありぶPメであれば， xkPx3==:>x1P.ぶが成立するように
xaを選び得る。
1 u(x1):?u(土）+7:?u(x') 
2 
（第2<i)等号は K→OO の場合）
すなわち
u(ぶ）凶u(xり←⇒-[u(ぶ）<;u(ぷ）］
(6) 
であるから -x2Px1。同様に～ぶPx2で，～ぷPx3=>...,xi Px3となる。
逆に ~Xlf?.クであればぶPぷー→xzP. ぷすなわち u(xり~u(ゞ）であって
-[u(ギ）>u(メ）］。ゆえに (X,P)が狭義の弱順序であれば(4)式を満足する実
数値関数 U が存在し， U は序数的尺度となっている。 ． 
2. 半順序と効用指標関数の存在
ぶPx2でありぷpaであればぶPx3であり，これが推移律である。ところが
116 
測度と選好（神保） 437 
1,000粒の飯を盛った茶碗があったとしよう。その隣に 1粒だけ飯の少ない茶
碗があり，どちらを選好するかと聞かれれば，恐らく全ての人は無差別な選好
を示すであろう。ここで 1粒づつ飯の量を減らした1,000個の茶碗を並べて見
る。その並んだ任意の 2つを選んでその選好を聞けば無差別であろう。 しか
し，最初の茶碗と空になった最後の茶碗と比ぺれば自ずと結果は明らかであ
る。この場合，明らかに選好の無差別に関する推移律が成立していないのであ
って，貨幣を除けば僅少な量的変化は選好に影響を及ぼさないのである。とこ
ろが効用指標関数の成立はこの選好の無差別性の推移律に深く依存しているの
であって，もしそれが存在しない場合には効用指標関数が存在しない事を証明
したい。
ここで効用指標関数 Uはpiecewisecontinuousな増加関数とする。そう
すると
ぶPx2<:;:.⇒ u(x1)>u(xり
となる。しかし，ここで無差別関係Iが推移律を満たさないとすると
x11x2 
であってもu(xり>u(xりとなる場合が生じる。 o<a<min[u(ぶ）一u(xりに汀x可
とおけば
xlP, ぷ⇔u(ギ）>uば）+a 
となる。
また次の 3つの公理を満たす順序を半順序と言う。
公理 1 ,..,x1Px1 
(7) 
公理2 x1P,. クであってぷPx4であるならばxiPx4かぶPx2が成立する。
公理3 ぶPx2であってx2Px3であるならばぶPx4か x4Px3が成立する。
ただしぶ， x2,x4EXである。
補助定理 2 
選好が半順序であれば，無差別関係 Iは推移律を満たさない。
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（証明）
x1, ぷ，ぷ EXに対して xlP,吃ぷPぶが成立するものとしよう。 u(ぷ）こ
u(ぶ）とすれば u(ぷ）2u(メ）>u(x3) +oとなってぷPx3が成立する。 u(xり
:5:u(xりとすれば u(xり>u(正）02:u(ぷ）+oとなり，したがってギPぶが成
立する。また公理2では u(x1)2:u(正）と u(xり~u(正）の 2 つの場合にわか
れる。第1の場合では
u(x1)2u(ぷ）>u(ぷ）+8 
すなわち
u(xり>u(ぷ）+a⇔ xlP, ぷ
また第2の場合では
u(ぶ)2u(xり>u(x2)+が二⇒xsPx2 
(8) 
(9) 
(10) 
したがって半順序の公理を満たしておれば，ぶPx2<==:>u(xり>u(xり+8とな
る。しかるに，この関係が成立している場合は無差別関係Iの推移律が満たさ
れていない。 ． 
已理 4 
もし無差別性に関する推移律が満たされず，広義の選好関係 Rについて
x1Rぶ←⇒[(x2Px3⇒ xIP, 沿）でかつ
(xap, ゞ~x3Pxり］ぶ，ぷ，ぷEX (1.) 
が満たされているならば，選好示す効用指標関数は存在しない。
（証明）
(X, P)が半l即芋皿式を満た場合， (U,芍， u)が序数的尺度でない事を証明
すればよい。まず ex.s)が弱順序である事を証明しょう。弱J頓序であるのを
示すには (X,S)推移的であり，狭義の完全順序である事を示せばよい。
ゞRx2であり且つ x2Rx3であると仮定する。ゞRx3を証明するために適当
なぷEXを選び
x3Px"==つぶPx4
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ぷPぶ＝⇒ぷPぷ
であるのを証明する。ぷPぷであればx2RぷであるからぷPぷである。ギRx2,
ぷPぷであればぶPぷである。したがって
ぷPx~x1P.ぷ
となる。また
ぷPぶ，ぶRx2⇒ 傘
したがってぷP吃 x2Rx3⇒ ぷPぶとなる。したがって
ぷPぶ⇒ ぷPが
となる。この 2つの結果からぶPぷを得る。ここで (X,P)が半順序である事
を利用すればぷPぷであって且つ x4PxlであればぷPx1,ぷPx3とx3Px4が
同時に成立するためにはUl式よりゞRぶとなり推移律が成立する。また選好
の合理性からぶRぷか x2Rぶのいずれかが成立するから， (X,R)は狭義の
完全順序である。したがって (X,R)は弱順序であり狭義の弱順序ではない。
そうすると補助定理 1によって効用指標関数を構成する事は出来ない。 ． 
以上により，無差別関係の推移性と効用指標関数の存在とは深く関係づけら
れており，また許容変換の性質が重要な意味を持っているのが分った。
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